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ДВУМЕРНАЯ МОДЕЛЬ ТЕПЛОВОЙ 
КОНВЕКЦИИ СУХОГО ВОЗДУХА 
В АТМОСФЕРЕ

Введение: Свободная конвекция - очень сложный и далеко еще не изученный до
конца процесс. Очень сложен он в атмосфере, гидросфере, мантии и 
ядре Земли.
Это связано с огромными их размерами, что приводит к неоднородному 
распределению полей температуры, плотности и давления. Кроме того, 
на это накладывается вращение Земли, что делает еще более слож­
ным задачу определения полей температуры, давления и скорости. 
Она является, по существу, первопричиной почти всех движений в ат­
мосфере.
Энергия большинства движений в океане на 80-90% обусловлена и 
индуцирована конвективными движениями атмосферы и на 10-20% 
свободной конвекцией, возникающей в самом океане.

Материалы и методы: Для определения условий возникновения конвекции сухого воздуха в 
рамках двумерной модели конвекции рассмотрим уравнение движения 
идеальной жидкости в плоскости x -z  в форме Эйлера в инерциальной 
системе отсчета, без учета вращения Земли [2, 4]:

ди ди ди 1 ( др
----- 1- и -----1- w —  =  —  —  ,
dt дх dz рудх) '

8w 8w dw i f  Э/Л---НИ--l-w =--- 1 —— I —- + w—  =
dt 8x dz Pv<3z

Результаты
исследования:

Обсуждение и 
заключение:

Ячейки носят характер валов. Такой тип конвекции наиболее часто 
встречается в атмосфере.

Таким образом, нами найдено аналитическое решение двумерной мо­
дели тепловой рэлеевской конвекции сухого воздуха в атмосфере. Ана­
литическое решение получено для стационарного случая. Это значит, 
что для данного типа движения имеет место устойчивое состояние типа 
аттрактора.

Ключевые слова: рэлеевская конвекция, аналитическое решение, двумерная модель,
вертикальный градиент температуры, уравнение движения, уравнение 
неразрывности, уравнение теплопроводности, функция тока.
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To the two-dimensional model of heat 
convection of dry air in the atmosphere

Introduction: Free convection is a very complex and far from studied process. It is very complex
in the atmosphere, hydrosphere, mantle and core of the Earth. This is due to their 
huge size, which leads to an inhomogeneous distribution of temperature, density 
and pressure fields. In addition, the rotation of the Earth is superimposed on it, 
which makes it even more difficult to determine the temperature, pressure and 
velocity fields. It is essentially the root cause of almost all movements in the 
atmosphere. The energy of most movements in the ocean is 80-90% caused by 
the convective movements of the atmosphere and 10-20% by free convection that 
occurs in the ocean itself.

Materials and methods: To determine the conditions for the occurrence of dry air convection within the 
two-dimensional model of convection, consider the equation of motion of an ideal 
fluid in the Euler-shaped plane in an inertial frame of reference, without taking into 
account the Earth's rotation [2, 4]:
du du du i f
------ Y U -----------------------------------------Y W --------= -------------—
8t 8x dz p ̂  8x J  '
dw dw dw i f  dpЛ---Yu----Yw—  = —  —  - г
dt dx dz p у dz J  .

Cells are in the nature of shafts. This type of convection is most common in the 
atmosphere.

Thus, we have found an analytical solution of the two-dimensional model of 
Rayleigh thermal convection of dry air in the atmosphere. Analytical solution is
obtained for the stationary case. This means that for this type of motion there is a
steady state like an attractor.
Rayleigh convection, analytical solution, two-dimensional model, vertical 
temperature gradient, equation of motion, continuity equation, heat equation, flow 
function.
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Введение

Свободная конвекция - очень сложный и далеко еще не изу­
ченный до конца процесс. Очень сложен он в атмосфере, гидросфере, мантии 
и ядре Земли. Это связано с огромными их размерами, что приводит к неод­
нородному распределению полей температуры, плотности и давления. Кроме 
того, на это накладывается вращение Земли, что делает еще более сложным 
задачу определения полей температуры, давления и скорости.

Свободная конвекция является, по существу, первопричиной почти 
всех движений в атмосфере. Энергия большинства движений в океане на 80­
90 %  обусловлена и индуцирована конвективными движениями атмосферы и 
на 1 0 -2 0 %  свободной конвекцией, возникающей в самом океане[1 ].
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В  настоящее время также почти неоспоримо, что в ходе длительного 
времени мантия Земли течет, участвуя в конвективном движении, возможна 
конвекция и в ядре планеты.

Свободная конвекция подразделяется на два основных типа: рэлеевс- 
кая, обусловленная сверхадиабатическим вертикальным градиентом темпера­
туры при однородности температуры и плотности по горизонтали, и боковая, 
вызванная неоднородностью этих условий по горизонтали [2 ].

Примерами боковой конвекции в атмосфере Земли являются:
—  междуширотная циркуляция воздуха, вызванная неодно­

родным тепловым режимом на различных широтах;
—  циркуляция муссонного типа, связанная с постоянным или 

сезонным различием теплового режима на поверхности ма­
териков и океанов;

—  бризовая циркуляция, возникающая в результате неодина­
кового нагрева поверхности моря и материка или различ­
ных областей суши в суточном ходе изменения их теплово­
го режима.

Примером вертикальной классической рэлеевской конвек­
ции в атмосфере является конвекция, приводящая к образованию над боль­
шими пространствами небольших облаков, расположенных в порядке пчели­
ных сот [5].

К  такому же типу относится конвекция, приводящая к развитию грозо­
вого облака. Особое место занимает вертикальная конвекция, возникающая 
в тропических ураганах, связанная с вертикальным температурным градиен­
том, обусловленным фазовыми переходами вода-пар и пар-вода. Аналогом 
междуширотной атмосферной циркуляции в океане является меридиональ­
ная циркуляция на средних широтах, вызванная боковой конвекцией, обус­
ловленной опусканием поверхностных океанических вод в некоторых по­
лярных областях Мирового океана. Боковая конвекция, по масштабам рав­
ная муссонной конвекции, в Мировом океане не типична. Она в среднем мо­
жет развиваться лишь в водах вокруг Антарктики. Примеры боковой конвек­
ции среднего масштаба в Мировом океане многочисленны. Она наблюдается 
в проливах, соединяющих моря, вода которых различна по температуре и со­
лености, при сближении различной температуры и солености, что особенно 
часто наблюдается вблизи берегов, где воды опресняются стоком.

Вертикальная конвекция в океане в основном связана с охлаждением 
поверхности, осолонением в результате испарения и погружением поверх­
ностных вод. Это происходит в результате суточного изменения температу­
ры воздуха у  поверхности воды, эпизодических изменений этой температуры, 
осенне-зимнего охлаждения и, наконец, постоянного охлаждения в полярных 
областях. Соответственно эта конвекция охватывает все более и более глу­
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бокие слои океана. Локальные горизонтальные неоднородности охлаждения 
малого по протяженности масштаба приводят к локальным маломасштабным 
боковым конвенциям, с которыми связывают формирование тонкой термоха- 
линной вертикальной структуры вод в пределах сезонного термоклина.

Как видим, если для атмосферы вообще более типична восходящая 
конвекция, то для океана - нисходящая.

Вертикальная конвекция в мантии Земли приводила и может приводить 
к дифференциации вещества Земли, например к выплавлению железа и опус­
канию его в ядро. Конвекцией в мантии некоторые исследователи пытаются 
объяснить разрастание дна океанов и формирование глубоководных желобов 
и вообще тектонику литосферных плит.

Естественно, конвекция не является монополией только геофизических 
явлений. С одной стороны, существует большое число примеров конвекции 
в технических задачах, с другой - конвекция возникает в атмосферах других 
планет, на Солнце, в недрах звезд. Несмотря на большой диапазон изменений 
вязкости, теплопроводности и других параметров различных сред, в которых 
возникает конвекция, она обладает рядом общих свойств, что позволяет рас­
смотреть различные случаи ее с единой точки зрения.

Несмотря на то, что вопросам конвекции в настоящее время посвяще­
но уже много работ, в настоящее время нет адекватного решения двумерной 
модели конвекции сухого воздуха. Поэтому целью настоящей работы являет­
ся получить аналитическое решение двумерной модели конвекции в случае 
ее стационарности.

Устойчивость того или иного стационарного течения, допускаемого 
уравнениями, имеет прямое отношение к его реализуемости. Более того, она 
часто рассматривается как основной критерий реализуемости: «Осуществля­
ющиеся в природе течения должны не только удовлетворять гидродинами­
ческим уравнениям, но должны еще быть устойчивыми: малые возмущения, 
раз возникнув, должны затухать со временем» [4]. Однако это необходимое 
условие не является достаточным. Класс устойчивых стационарных решений 
уравнений гидродинамики, вообще говоря, гораздо шире, чем класс течений, 
спонтанно возникающих в соответствующих условиях [2]. По мере накопле­
ния материала исследований становится все яснее, что на тезис «Реализует­
ся то, что устойчиво» можно возразить: «Не всегда и не все то, что устойчи­
во, реализуется» [2 ].

Для выхода на некоторое устойчивое состояние могут потребоваться 
весьма специальные начальные условия, а может таковых и не найтись во­
обще. Конвекция Рэлея-Бенара является прекрасной иллюстрацией к ска­
занному.

Заметим, что в теории конвекции проблема реализуемости устойчивых 
течений является ключевой по отношению ко многим другим, в частности - 
выдвигаемым практикой.
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материалы и методы исследования

Для определения условий возникновения конвекции сухого 
воздуха в рамках двумерной модели конвекции рассмотрим уравнение дви­
жения идеальной жидкости в плоскости x — z в форме Эйлера в инерциальной 
системе отсчета, без учета вращения Земли [2, 4]:

ди ди ди 1---ь и--- 1-w—  = —
dt дх dz р

dw dw dw 1
---- 1-и---- ь w —  = —
dt dx dz p

\dxy

/ Д \dp 
\dz j g

( 1 )

(2 )

В  состоянии равновесия (статики) [2]:

v = o , § U ,  - - L
дх ре

Ф
\dz j

- g  = o
(3)

Здесь р - плотность воздушной частицы, участвующей в движении;
ре - плотность воздуха в состоянии статики атмосферы.

Параметры атмосферы в состоянии статики мы рассматрива­
ем как невозмущенное состояние. Поэтому давление представляем в виде [3]:

Р = Р + Р . (4)

где p возмущение давления относительно состояния статики;

рс (г ) = рс0 Г«< ’ А-’ > (5)

- распределение плотности воздуха с высотой в состоянии
статики атмосферы;

Ya - так называемый, градиент автоконвекции, он совпадает с
градиентом температуры однородной по плотности атмос­
феры.

Будем считать, что температура атмосферы в состоянии 
статики изменяется по линейному закону:

тЛ 2) = т^ - у2, (6)

где y - градиент температуры окружающего воздуха;
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Te0 - температура окружающего воздуха вблизи поверхности
земли.

Будем считать, что температуру возмущенной атмосферы 
можно представить в виде:

r  = r e (z ) + 0 (x ,z ), (7)

где 0  (x, z) - возмущение температуры, неизвестная функция.

Для плотности

Р = Р е + Р ; ( 8 )

Запишем уравнение неразрывности в декартовой системе координат

др' др' др' дре
dt дх dz dz

ди dw
удх dz у

= 0  .

В  стационарном случае, когда

d j_  
dt

(9)

( 1 0 )

уравнение неразрывности запишется в виде

du dw S inp  I f  dp’ dp’— +—  = -w ---—  +—  u-^+ w -^-
dx dz dz pe v dx dz ( 1 1 )

^ Sin pP , 4
Так как — — » - а (у А - у ):

oz ( 1 2 )

и пренебрегая нелинейными слагаемыми в правой части 
уравнения ( 1 1 ), то получим

du dw , ч 
Ъ х +^ г = а

(13)

Заметим, что равенство нулю дивергенции скорости равно­
сильно, как видно из выражения ( 1 2 ), у ^  уА.

Таким образом, свободная тепловая конвекция в атмосфере с ненуле­
вой дивергенцией скорости движения воздуха описывается системой урав­
нений:

du duи--- 1-w—
dx dz

J_ 8 p [ 

Р е S* : (14)
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dw dw dw 1 dp' ,
------- h u  —  +  w —  = ----------- - — g o
dt dx dz pe dz

du dw , ч

Уравнение теплопроводности: 

дТ , о
—  + ( v ,V ) r  = k V T  , 
d t  V ’

(15)

(16)

(17)

где к -

50
dt

- + и--- 1-w—
dx dz

коэффициент температуропроводности.

(18)

В  стационарном случае уравнение теплопроводности запи­
шется в виде:

50 50 _ 2n
и  —  +  w —  =  y - W + K V  0.

dx dz (19)

Если принять к = 0, что представляется разумным, так как 
в модели конвекции мы рассматриваем движение невязкого воздуха (идеаль­
ная жидкость) с коэффициентом вязкости равным нулю (v = 0 ), то получим

50 50
и ------- 1- w —  - J - W  .

dx dz
(2 0 )

Таким образом, задача свелась к решению системы уравне­
ний (14) - (16), (20).
Добавим уравнение состояния:

р  = pRT р ' = реД0 + RTsp'. (2 1 )

Тогда уравнения движения запишутся в виде:

ди ди п дв RTe др'
и —  + w —  = - R -------~~t—,

дх dz dx ps дх

dw dw у ч- 50
dz

R
g --- Y
. Pe .

дт;5р^

Pe dz .

Таким образом, получаем систему уравнений:

du du dd RTe dp'и —  + w —  = - R -------
dx dz dx pe dx

(2 2 )

(23)

(24)



124 «НАУКА. ИННОВАЦИИ. ТЕХНОЛОГИИ»
-Северо-Кавказский федеральный университет.

dw dw i ч л  п  Й 0

" & +и' г Г а > (,'А _ г ) е - я - -dz
R

8 --- У
. Ре . Ре

дв 50
и --------1- w —  =  y - W  ,

дх dz

(25)

(26)

du dw / ч
&ц+~ёь= а

Здесь у  нас 4 уравнения и 4 неизвестные функции. 
Введем новые функции:

и =иеa(VA~Y)z

(27)

(28)

Тогда уравнение неразрывности (27) примет вид:

Si? dw —  + —  = 0  . 
dx dz

Из уравнения (29) следует, что можно ввести «функцию тока»

_ _ <3ц/
dz

и = w = - cty
dx

Отсюда и =
dz

w = _ ea(yA-Y> fV 
dx

Уравнения (24) и (25) запишутся в виде:

ду/д2у/ d y/^ 2 
dz dxdz dx Qz

d у/ , *.ду/
7 Т +4 а - г ) тdz

~2a(rA~r)z

3\|/ Э2\|/ cty  ̂5 ,2

&  эх 2  йх

„-2 а(ГА-Га)г

Э \|/ , ч5\|/
^ + a (T A - r ) a

ЯА
oz

R
g — У

V Р е  у

йх ре dx

Ре dz

Введем новые функции:

0  = е-2 а(уА-у>0) р = р'е-2 «(УА-У> 0  = 0 e2 a(yA-y)z р,= ~e2 a(yA-y)z.

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

Тогда уравнения (32) и (33) запишутся в виде:

dy/ d у/ dy/ 
dz dxdz dx

d у/ 
dz2

+ « (Г А - Г )^
R  dP RTe dp

dx Pf, dx ’ (35)
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cty Э2\|/ 9v|/ С а2
dz дх2 dx

d \|/ , ,d\\r
^ + а (Г А - у ) к

„/  „ 3 0  f  R  \RTe= -<хД(уА - у ) 0 - Д - —  g --- y + 2 a (y A - y )—
dz V Pe Pe

Таким образом, надо решить систему уравнений:

P -
Щ  dp 

Pe & .
(36)

dy/ d у/ ду/ 
dz dxdz dx

5v|/ 8 \|/ 5\|/
dz dx2 dx

d у/ 
dz2

= -R  —  ~
86 RTe dp
dx pe dx (37)

d \ 5\|/
+ a (yA - y )—  

dzdx K A 4  dx

„  / \ n n d 0 f  R ~ / \ RTS ^  _  RTe dp-aR(yA - y ) Q - R - —  g -----y + 2 a (y A - y )— p- e
5z I Pe Pe J Pe dz

cty 50 _d y  50 _ 2 r 40 SV  = _ ye-2 a(YA-Y>
dz dx dx dz dx dx '

(38)

(39)

Здесь у  нас 3 уравнения и 3 неизвестные функции. Найдем уравнение 
совместности двух уравнений (37) и (38). Для чего возьмем производную по 
переменной z от (37) и по переменной x от (38) и вычтем полученные уравне­
ния друг из друга:

¥ z{¥ xx + ¥ z z )- % {y/xx+ ¥ zz)- Ф а ~ r){¥xz¥z+ ¥x¥xx+ ¥x{¥xx+ ¥zz))=

g + a{rA-r)— -
Pe

Введем обозначение: 

¥ x x + ¥ z z = n

Px+<xR{yA - r )e x . (40)

(41)

- «вихрь скорости». Тогда получим 

ЩПх-¥хП2-а(уА-у)(у/Х2у/2+¥хУ/хх+¥хЙ=

Px + a R { r A - r )e x .g + a { r A - r ) — -
Pe

Частное решение можно искать в виде:

WP-x- Vx^z- a {YK-r)¥x^--

¥ xz¥ z +¥ x¥ x x = -r ^x-

g+a(rA~ r)—
Pe.

Px,

(42)

(43)

(44)
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где

где

Уравнение (44) можно записать в виде: 

\ (w z + ¥ x ) = ~ Щ  .

Решение ищем при условии: 

V x x  +  V z z = & >  П  =  Р  { у / ) , (45)

Wzf'Vx-V'xf'Wz-atyprY) V6cQ  z g + a { y A ~ y ) —  

Pq _

Тогда уравнения (43) и (44) примут вид:

-<х { г а - у ) г { у' ) ч' х g + a ( r A - r ) — -

Pe
(46)

(47)

F(z ) - произвольная функция. Уравнение (46) можно представить
в виде:

~<*{Га -  r ) F [ {w )  + F2 {z ) =  J
/ ч RTe 

g + < x {rA ~ r)— - 
Pe

px6x,

F 2 (z) - произвольная функция.
Решение уравнения Клейна-Гордона (45) ищем в виде [3]:

(48)

Л ч )  = ъ {г 1) ^ - (р2{г1) ^  =
<Pi 9 i

d<Pi д(р2 
дт] drj

Здесь rj = x + iz rj = x - iz ,

д_= д_ д_ 
дх дт] drj

8 . д . д .—  = i ---- 1 —  = i
dz дт] drj drj dff
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дх2 дх 

д

д д--- 1---
дт] дг]

dz2
'_ 5 _ _ A V

дт] dfj

д д--- 1---
dt7 дт]

-  +  2 -

-  +  2 -

дт}2 drjdtj д 

д2 д2
дг/1 дт/дт/ дтf

дх dz дф т] ,

V >  = 4
а у

d rjd ij.

Пусть, h 12 = h21 = 0,

® = - [hiif l (^ ) + h22%  (т])<р2 (ч )1w

(рх =  sin к г ] ,  ф 2 =  с о ^ к т ] , \w ( t j)\ =  к .

Тогда

Ф =-(hu- sin2 fcc+h2 2cos2 fcc) ch2 fc+ -(hu-cos2fcc +h22 sin2fct) sh2kz

y/=In -  (hu-sin2 &x+h22cos2 fct)ch2 Az+- (h 11-cos2 foc+h2 2 sin2 Ax) sh2Az

Отсюда

2 А:(Ьц +h2 2 )e a^ A kz-shkz

ĥ1 1-sin2 b;:+h2 2 c0 s2 b:j ch2kz +^hu-cos2 fcc+h2 2 sin2bcj sh2 fc ,

w=—
A: (h i i — h 2 2  ) ea ŶA Ŷ z • sin 2 kx

ĥn - sin2 fcc+h2 2 c0 s2fccj ch2 Az+^hn - cos2 Ax+h2 2 sin2fccj sh2fe

’

(49)

(50)

(51)
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Результаты исследования и их обсуждение
График функции тока в безразмерных единицах качествен­
но представлен на рисунке 1 .

1

0,5

0

-0 ,5

-  5 0 5

Рис. 1. График функции тока.
Fig. 1. Flow function graph.

Из рисунка видно, ячейки носят характер валов. Такой тип конвекции 
наиболее часто встречается в атмосфере.

Выводы
Таким образом, нами найдено аналитическое решение дву­

мерной модели тепловой рэлеевской конвекции сухого воздуха в атмосфере. 
Аналитическое решение получено для стационарного случая. Это значит, что 
для данного типа движения имеет место устойчивое состояние типа аттрак­
тора. При выводе были сделаны следующие допущения. Предполагалось, что 
плотность воздуха в состоянии статики атмосферы подчиняется барометри­
ческому закону (5). В  общем, это не так, но для рассматриваемой нами подоб­
лачной конвекции это хорошее приближение. Вертикальный градиент темпе­
ратуры считался постоянным во всем слое атмосферы. В  действительности 
в атмосфере и в подоблачном слое часто встречаются инверсионные или за­
держивающие слои. Но такое допущение позволяет получить аналитическое 
решение. В  выражении для дивергенции скорости (13) мы пренебрегли не­
линейными слагаемыми. Это, конечно сильное допущение, но в противном 
случае уравнение сильно усложняется и не представляется возможным поиск 
аналитического решения.
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