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	 Преобразования бэклунда   
для системы уравнений в частных 
производных третьего порядка

	 Baclone transformation for a system of partial  
differential equations of the third order

Развиты идеи Клэрэна и осуществлено построение дифференциаль-
ных связей двух нелинейных систем в частных производных. Проведен анализ заданной сис-
темы уравнений третьего порядка. Определена общая структура преобразований Бэклунда 
в виде четырех дифференциальных равенств. Дифференциальные связи определяются 
так, что они дают возможность получить обе системы. Исходя из того, что исходная система 
линейна по старшей производной пространственной переменной и содержит только произ-
водную первого порядка по временной переменной, удалось в преобразованиях Бэклунда 
выделить в явном виде вторые производные по пространственной переменной и уточнить 
взаимосвязь между младшим производными. Оказалось, что такие связи определяются не-
однозначно. Приведены два честных случая, позволяющих осуществить переход от одной 
системы к другой. 

Clerain's ideas have been developed and the construction of differential re-
lations of two nonlinear systems in partial derivatives has been realized. An analysis of a given 
system of equations of the third order is carried out. The general structure of the Bäcklund trans-
formations is defined in the form of four differential equations. Differential couplings are defined so 
that they give the opportunity to get both systems. Proceeding from the fact that the initial system 
is linear in terms of the highest derivative of a spatial variable and contains only the first-order de-
rivative of the time variable, it was possible in the Bäklund transformations to explicitly select the 
second derivatives with respect to the spatial variable and to clarify the relationship between the 
lower derivatives. It turned out that such connections are determined ambiguously. There are two 
honest cases that allow you to make a transition from one system to another.

Ключевые слова: уравнения в частных производных, преобразования 
Бэклунда, точные решения нелинейных уравнений в частных производ-
ных, дифференциальные связи.
Key words: partial differential equations, Beck-Lund transformations, exact 
solutions of nonlinear partial differential equations, diffenrential relations.

Введение

В литературе, связанной с преобразованиями одного урав-
нения в другое особое место занимают дифференциальные связи. 

Говорят [2], что соотношение 

(или набор таких соотношений) отображает E (υ) = 0 в 
D (u)  = 0, если любое (локальное) решение уравнения E (υ) = 0 однозначно оп-
ределяет некоторое (локальное) решение уравнения D (u) = 0. 
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Примерами таких отношений могут служить преобразования Коши – 
Римана, Миуры, Коула и Хопфа [3, 4]  и др. объединенные под более общим 
понятием – преобразования Бэклунда [1].

Набор соотношений, включающих {x, t, u (x, t)}, {x, t, υ (x, t)} и произ-
водные u и υ является преобразованием Бэклунда между D (u, x, t) и E (υ, x, t), 
если:
	 1)	 преобразование Бэклунда является интегрируемым для υ, 

если и только если D (u) = 0;
	 2)	 преобразование Бэклунда является интегрируемым для u, 

если и только если  E (υ) = 0;
	 3)	 по заданному u, такому, что D (u) = 0, преобразование Бэ-

клунда позволяет определить υ с точностью до конечного 
числа констант, причем E (υ) = 0;

	 4)	 по заданному υ, такому, что E (υ) = 0, преобразование Бэ-
клунда позволяет определить u с точностью до конечного 
числа констант, причем D (u) = 0.

Материалы и методы исследований

Клэрэном разработан метод построения преобразова-
ний Бэклунда более общего вида для уравнений второго порядка типа Мон-
жа – Ампера

.

Будем развивать идеи Клэрэна и попытаемся построить дифференци-
альные связи, преобразующие заданную систему двух уравнений на функции 
u (x, t), w (x, t) вида 

	  (1)

в некую, пока неизвестную систему двух уравнений на фун-
кции  f (x, t), r (x, t) того же порядка. 

	Так как исходная система описывает связь двух функций от двух пе-
ременных x, t, то для задания перехода от одной системе к другой необходи-
мо задать две пары, характеризующие дифференциальные преобразования по 
независимым переменным х и t. Исходя из того, что рассматриваемая система 
(1) по переменной х третьего порядка, а по переменной t – первого, а для пос-
троения (1) используется перекрестное дифференцирование, следует задать 
дифференциальные соотношения по переменной t – первого порядка, а по пе-
ременной х – второго порядка:
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(2)

Для задания явного вида преобразования необходимо найти функции 
F1, F2 и H1, H2. Условие интегрируемости (равенство смешанных вторых про-
изводных) требует, чтобы функции (2) удовлетворяли соотношению

,		 (3)

при этом все функции u, w, f, r, ux, wx, fx, rx, зависят от x, t. 
Учитывая (2), получим

		 (4а)

 

аналогично

		  (4б)

Приравнивая правые части полученных равенств и исполь-
зуя (2) для исключения rt, ft, rxx, fxx, rxt, fxt, окончательно получим условие сов-
местности, которое должно привести к системе (1).

Система (1) имеет степенную нелинейность первого (ut , uxxx, wt, wxxx) и 
второго порядка (wwx, uux, wxu), а каждое слагаемое (4) представляет собой 
произведение двух или трех сомножителей. Для того чтобы условие совмес-
тности (3) давало рассматриваемую систему (1) и в нем не возникало членов, 
степень которых выше второй необходимо положить, что функции Fj, Hj, j = 1, 
2 имеют линейную структуру относительно переменных u,  ux, w, wx :

	 (5)

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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Для составления условия совместности (4) при дифференцировании Fj  
по переменной t возникают слагаемые, имеющие сомножители utx, wxt,  кото-
рые отсутствуют в исходной системе (1) и не могут быть заменены или ком-
пенсированы, поэтому необходимо положить коэффициенты

. 			  (6)

В результате условие совместности (3) примет вид

 (7)
	

	 где 	

	  (8)

Функции u (x, t), w (x, t) считаем известными и вид системы (7) опреде-
ляется равенствами (1). Члены с множителями ut, wt, uxxx, wxxx не могут возник-
нуть в ходе подстановок Fj, Hj,   j = 1, 2 и их первых производных Fjx, Hjx (могут 
возникнуть только вторые производные по х), поэтому, сравнивая коэффици-
енты для пары ut, uxxx и wt, wxxx в формулах (1) необходимо положить 

.		  (9)

С учетом (9) равенство (7) примет вид

  	 (10)
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	В системе (1) отсутствуют члены содержащие uxx (wxx)1, поэтому про-
дифференцируем (10) по uxx (wxx), тогда учитывая

      

получим связь, которая должна выполняться тождественно

или подставляя найденные производные

  	  (11)

аналогично для wxx:

  	 (12)

Так как в равенства входят функции u, w, то коэффициенты 
при этих функциях также должны обнулиться, поэтому (11), (12) распадают-
ся на системы j = 1, 2: 

	 1	 Выражение, записанное в скобках, означает, что такие же действия не-
обходимо выполнить относительно функции wxx, результат проведен-
ных операций будет записан в скобках.

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...



	 «Наука. Инновации. Технологии»
	 Северо-Кавказский федеральный университет28

Чтобы первое, второе, четвертое и пятое равенства выпол-
нялись тождественно положим, что Fj1, Fj3 – не зависят от fx, rx.2 Третье и шес-
тое равенства примут вид 

откуда находим

	 (13)

	 (14)

В результате проведенного анализа функции (5) преобразовались к виду

  	 (15)

Продолжим исследования равенства (10). Посмотрим, с каким коэффи-
циентом в условие совместности (10) входит член с множителем uux – пункт 
(I) (пункт (II) – wwx, пункт (III) – uwx)3, для этого продифференцируем (10) 
дважды, сначала по переменной u (во (II) по w, в (III) по и), затем по ux ((II), 
(III) по wx).
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	 (I).	 Частные производные определяются по формулам:

  

,	 (16)

После дифференцирования (10) в соотношении остаются 
следующие слагаемые 

,	 (17)

где с учетом (15) производные (16) преобразуются к более 
простому виду

  

	 2	 Здесь выбран самый простой вариант, возможны и другие связи между 
Fj1, Fj3. Выдвинутое предположение не является окончательным и мо-
жет быть изменено в ходе построения преобразований, в случае если 
при последующих шагах возникнут несовместные системы или члены, 
от которых невозможно избавиться.

	 3	 В ходе выполняемых действий получатся уравнения связанные между 
собой, поэтому опишем построение этих уравнений отдельно.

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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В результате проведенного дифференцирования условия 
совместности получен коэффициент (17), который будет при множителе uux. 
Так как такой член присутствует в системе (1), то выражение (17) не долж-
но быть тождественно равно нулю, а должно быть пропорционально F1 – ко-
эффициенту с которыми входят члены ut + uxxx. Коэффициент пропорциональ-
ности соответствует коэффициенту члена uux в системе (1) и равен –6. В итоге 
(17) после выполнения подстановки (13) дает уравнение

.	    (18)

	 (II).	 Аналогичные действия выполним относительно члена wwx, 
что приводит к

  ,
	
(19)

В соотношении (10) остаются следующие слагаемые 

,	 (20)

где с учетом (15) производные (19) преобразуются к более простому 
виду

,   
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Выражение (20) не должно быть тождественно равно нулю, а должно 
быть пропорционально Fj1 с коэффициентом пропорциональности соответс-
твующим коэффициенту члена wwx в системе (1) и равен –12μ. В итоге (20) 
после выполнения подстановки (14) дает уравнение

.              (21)

	 (III).	 Производные примут вид 

	 (22)

После дифференцирования (10) остались следующие члены отличные 
от нуля 

.	 (23)

Уточняя вид производных с использованием ранее найденного вида 
(4.9), перепишем оставшиеся коэффициенты (23) и приравниваем к 6Fj3 

или после подстановки ранее найденных функций (13), (14) получим 
уравнение:

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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. 	 (24)

Теперь необходимо решить систему шести квазилинейных уравнений в 
частных производных второго порядка (18), (21), (24), j = 1, 2

      (25)

В полученной системе (25) выделились слагаемые , , , которые зависят 
только от f, r, и операторы дифференцирования второго порядка по перемен-
ным fx, rx, для которых зависимость от f, r является параметрической. Очевид-
но, что система распадается на две подсистемы, отдельно определяющие за-
висимость от fx, rx:

   		 (26)

и зависимость от f, r:

	 (27)

Как видно обе системы (26), (27) являются переопределенными, поэто-
му не будем искать здесь их решения (хотя они, возможно, существуют, этот 
вариант не был исследован).

Или вторая возможность, когда действие дифференциальных операто-
ров второго порядка на функцию Fx5 дает выражение, зависящее только от f, 
r. Это возможно, если Fx5 имеет квадратичную зависимость от fx, rx, предста-
вим ее в виде:

.	 (28)

В этом случае система (25) примет вид:
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	 (29)

Первое уравнение дает систему, связывающую две функции F11, F12

     

Выберем самые простейшие решения (такой подход является оправ-
данным, так как преобразования Бэклунда по возможности должны иметь 
простой вид) 

,				    (30)

тогда дополнительно надо положить 

		  (31)
Оставшиеся равенства с учетом (30), (31) примут вид

		
(32)

Выберем по возможности более простые решения, для этого предполо-
жим что F13, F23 зависят от f и не зависят от r, тогда  

,  . 				    (32)

Остается только два дифференциальных уравнения первого порядка

 	 (33)

решения которых можно варьировать. Пусть

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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 .  	 (34)

В результате формулы (15) преобразуются к виду

 	 (35)

где для компактности записи обозначено 

Вернемся к условию совместности (10) 

  (36)

и выявим зависимость от u2 (I) (w2 – этап (II), wu – этап (III)) для этого 
продифференцируем по u2 (I) (на этапе (II) по w2, на этапе (III) по wu).

	 (I).	 В силу только линейной зависимости 
 

относительно функции u (8), условие (36) после дифферен-
цирования по u2 упростится и примет следующий вид

	 (37)

где частные производные определяются в силу равенств

,
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	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...

тогда (37) примут вид

	 (38)

	 (II).	 Выполним второй пункт алгоритма, согласно (8) и учиты-
вая линейный характер  относительно функ-
ции w, (36) после дифференцирования преобразуется к ви-
ду:

             (39)

где производные определяются по формулам:

Выполнив преобразования, соотношения (38) примут вид 

 				  
(40)

(III). Условие совместности (36) для j = 1, 2 дает систему:

 	

	  (41)

где смешанные производные имеют следующие значения
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       ,

Используя ранее найденный вид коэффициентов и их зависимость от rx, 
r, fx, f,  из (40) получим два новых дифференциальных уравнения:

 			 
(42)

Равенства (38), (40), (42) не содержат в явном виде переменные  fx, rx, 
это позволяет предположить, что функции Hj5 = 0, sjk = 0,   j = 1, 2,   k = 4, 5, 6. 
Выполним проверку, вернувшись к равенствам (36), где 

в результате подстановки имеем 

,

Как видно равенства совпадают, поэтому найдено преобра-
зование Бэклунда вида (35), где .
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Результаты исследований и их обсуждение

ТЕОРЕМА 1. 
Нелинейные системы уравнений в частных производных (1) и 
	

	
	 (43)

связаны между собой преобразованиями Бэклунда вида:

		   (44)

где u (x, t), w (x, t), f (x, t), r (x, t) – дифференцируемые функции двух не-
зависимых переменных, a ≠ 0, μ – произвольные параметры отличные от нуля.

Доказательство. Дифференциальные связи (44) дают возможность по-
лучить обе системы. Получение системы (1) уже осуществлено выше при 
построении преобразований Бэклунда, в ходе анализа условия совместности 
(36) и подстановки функций (35). 

Выполним преобразования, позволяющие в системе (44) избавиться от 
функций u (x, t), w (x, t), это легко сделать из верхней строки системы (44) 

,

тогда оставшиеся два уравнения после подстановки дают связь только 
между функциями f (x, t), r (x, t)

Выполним элементарные преобразования и получим систему (43).
Можно получить и другой вид преобразований. Для этого в проделан-

ной процедуре исследований вернемся к моменту, который определяет вид  
Fj3,    j = 1, 2, т. е. к системе (33). 

Считая, что F23 ≠ 0 из второго находим F13 и уравнение на функцию F23:

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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для упрощения решения второго уравнения положим 

,      ,			   (45)

при этом решение второго уравнения с точностью до посто-
янных интегрирования (они положены равными нулю) дает функции

,     .		  (46)

В результате формулы (15) преобразуются к виду

 (47)

	 где	 Hj5 – зависят только от f, r, fx, rx , и для компактности записи 
обозначено 

 				    (48)

Вернемся к условию совместности (10) и подставим новый вид функ-
ций Fj , Hj , j = 1, 2 (47), тогда

 		  (49)

Выявим зависимость от u2 (I) (w2 – этап (II), wu – этап (III)) для этого 
продифференцируем (49) по u2 (I) (на этапе (II) по w2, на этапе (III) по wu):
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	 (I).	 В силу только линейной зависимости 

 
относительно функции u, условие (49) после дифференци-

рования по u2 упростится и для j = 1, 2 примет следующий вид 

.	 (50) 

Выполняя подстановку известных коэффициентов (50) примет вид

 				    (51)

	 (II).	 Выполним второй пункт алгоритма, тогда (49) преобразует-
ся к виду:

  		 (52)

Выполнив преобразования, соотношения примут вид 

     (53)

 	
(54)

(III). Условие совместности (49) для j = 1, 2 дает систему:

 		  (55)

Используя ранее найденный вид коэффициентов и их зависимость от 
rx,  r, fx, f, получим два новых дифференциальных уравнения: 

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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	  (56)

Полученные равенства (51), (53), (54), (56) не содержат в явном виде 
переменные fx, rx, это позволяет предположить, что функции H15, H25 имеют 
зависимость от этих переменных не старше второго порядка по совокупнос-
ти. Кроме этого из равенства  следует, что H25 имеет только линей-
ную зависимость от rx. Используя (51) из перечисленной системы остается 
две пары уравнений

  		  (57)

 		  (58)

 (59)

	 (60)

Как видно из оставшихся равенств, ранее неизвестные функции можно 
положить равными нулю при условии, что условие совместности (49) не бу-
дет содержать членов линейных относительно u, ux, w, wx. Выполним провер-
ку, подставим в (49) 

,	 (61)

и найдем необходимые производные, тогда система (49) уп-
ростится и примет вид 

,

.
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Из полученных равенств сразу же следует система (1), по-
этому предположения (61) остаются в силе. Искомые функции (47) приобре-
ли окончательный вид:

		  (62)

ТЕОРЕМА 2. 
Нелинейные системы уравнений в частных производных (1) и 

	 (63)

связаны между собой преобразованиями Бэклунда вида:

		   (64)

где u (x, t), w (x, t), f (x, t), r (x, t) – дифференцируемые функции двух неза-
висимых переменных, a ≠ 0, μ > 0 – произвольные параметры отличные от нуля.

Выводы
		  В статье развит метод Клэрэна и осуществлено построение 

дифференциальных связей двух нелинейных систем в част-
ных производных:

	 1.	 Проведен анализ нелинейной системы уравнений третьего 
порядка. 

	 2.	 Определена общая структура преобразований Бэклунда. 
	 3.	 Приведены два честных случая, позволяющих осуществить 

переход от одной системы к другой. 

	физи ко-математические науки
	 Преобразования Бэклунда для системы уравнений...
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