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 НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ,  
ОБЛАДАЮЩЕЕ ОПЕРАТОРОМ 
РАССЕЯНИЯ  
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Введение:    большинство дифференциальных уравнений, связанных с соли-
тонной математикой, получены с помощью операторного уравне-
ния Лакса или  уравнения нулевой  кривизны,  которые являются 
условием  совместности  пары  линейных  дифференциальных 
систем. Глубоко и всесторонне изучен случай, когда для получе-
ния  таких уравнений использовались системы второго порядка. 
Повышение порядка систем ведет  к  сильно переопределенным 
условиям. В работе  изучается возможность использовать линей-
ные системы третьего порядка. 

Материалы и 
методы 
исследований:    использованы  методы  построения  уравнений  в  частных  произ-

водных  с    применением  операторного  уравнения  Лакса  с  диф-
ференциальными  операторами  первого  порядка  и  матричными 
коэффициентами 3 × 3.

Результаты 
исследования:    определены необходимые и достаточные условия, накладывае-

мые на параметры и функции, входящие в матрицы-коэффици-
енты, при которых коммутатор двух дифференциальных операто-
ров представляет оператор умножения. Показано, что уравнение 
Лакса  сводится  к  системе  девяти  уравнений,  порядок  которой 
можно понизить и свести к одному нелинейному уравнению в час-
тных производных.

Обсуждение 
и заключения:    авторами  продемонстрированы  два  примера  вывода  нелиней-

ных уравнений и определение их пары Лакса. В   первом примере 
главный  дифференциальный  коэффициент  рассматривается  в 
виде нижнетреугольной матрицы, а во втором случае постоянная 
матрица имеет диагональный вид. В результате получены урав-
нения  второго  порядка  с  логарифмической  нелинейностью.

Ключевые 
слова:     нелинейные  уравнения  в  частных  производных,  операторное 

уравнение  Лакса,  пара  Лакса,    условие  совместности  системы 
дифференциальных уравнений.
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NONLINEAR EQUATION WITH THE THIRD ORDER 
SCATTERING OPERATOR

Introduction: most of the differential equations associated with soliton mathematics are 
obtained using the Lax operator equation or the zero-curvature equation, 
which are the compatibility condition for a pair of linear differential systems. 
The case in which second-order systems were used to obtain such equa-
tions was studied in depth and comprehensively. Increasing the order of 
systems leads to highly overdetermined conditions. The possibility of using 
third-order linear systems is being studied.

Materials and 
methods of research: methods for constructing partial differential equations using the Lax operator 

equation with differential operators of the first order and matrix coefficients 
of 3 × 3 were used.

Research results: necessary and sufficient conditions imposed on the parameters and func-
tions included in the matrix coefficients, under which the commutator of two 
differential operators represents the multiplication operator. It is shown that 
the Lax equation reduces to a system of nine equations, the order of which 
can be reduced and reduced to one nonlinear partial differential equation.

Discussion and 
conclusions: the authors demonstrated two examples of the derivation of nonlinear equa-

tions and the determination of their Lax pair. In the first example, the main 
differential coefficient is considered as a lower triangular matrix, and in the 
second case the constant matrix has a diagonal form. As a result, second-
order equations with a logarithmic nonlinearity are obtained.

Keywords: nonlinear partial differential equations, Lax operator equation, Lax pair, com-
patibility condition for a system of differential equations.

Введение
Большинство известных нелинейных уравнений, обладаю-

щих парой Лакса [1, 7], являются либо точно интегрируемые или уравнения, 
допускающие богатые классы точных решений. Поэтому наибольший инте-
рес с практической точки зрения вызывают те исследования, которые спо-
собствуют развитию новых математических методов анализа нелинейных 
систем уравнений и в частности теорию, связанную с идеями солитонной ма-
тематики. 

Малоисследованным, но очень обширным классом уравнений являют-
ся многокомпонентные уравнения. Для этих  уравнений полных списков по-
ка не найдено. Вместе с тем, уравнения этого типа важны с прикладной точки 
зрения. Покажем, как  предложенная схема модифицируется на случай много-
компонентных нелинейных уравнений, в частности, уравнений 3-х волнового 
взаимодействия [2, 3, 4]. Постановка задачи в этом случае может быть сфор-
мулирована следующим образом.   



39№ 3, 2018

 Операторное уравнение Лакса имеет вид 

 (1)

где операторы могут быть различной природы (дифферен-
циальные, интегральные, матрицы, проектирующие и др.). Идея, лежащая в 
основе работы Лакса [6], заключается в том, что нелинейное уравнение (1) яв-
ляется условием совместности системы линейных уравнений:

 (2)

 (3)

для оператора L поставлена спектральная задача (φ – соб-
ственная функция, μ – собственное значение оператора L), оператор A опре-
деляет эволюцию собственных функций по времени t.

 Рассмотрим частный случай [5], когда L, A дифференциальные опера-
торы первого порядка, заданные в пространстве вектор-функций и имеющие 
вид 

 (4)

 где α = (αij), β = (βij), i, j = 1,2,3 – постоянные матрицы 3 × 3, U = 
(vij (x,t)), i, j = 1,2,3 – матрицы 3 × 3 с компонентами, завися-
щими от x и t.

Лемма 1.  Правая часть уравнения Лакса (1) представляет собой 
дифференциальный оператор второго порядка вида:

Следствие.  Если матрицы α, β, V, U удовлетворяют следующим условиям

,  (5)

то коммутатор представляет оператор умножения

  (6)

Лемма 2.  Условия (5) выполняются тогда и только тогда, когда па-
раметры αij, βij, i, j = 1,2,3, удовлетворяют равенствам

, (7)
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 (8)

 

а функциональные компоненты , 
удовлетворяют равенствам

 (9)

 (10)

Материалы	и	методы	исследований

Лемма 3:  Если параметры матриц  и функ-
циональные матрицы  такие, 
что

  (11)

 (12)

остальные  – произвольные параметры 
отличные от нуля, а функции  удов-
летворяют связям:  

 (13)

, 

 (14)

тогда выполняются условия (7) – (10) .

Теорема 1:  Операторное уравнение Лакса с дифференциальными опе-
раторами первого порядка (4) с коэффициентами, удов-
летворяющими леммам 1, 2, 3, эквивалентно нелинейному 
уравнению с частными производными
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, (15)

 где .             (16)

Доказательство: Коэффициенты операторов (4) удовлетворяют леммам 
1,2,3, для нахождения результата уравнения Лакса (1) вос-
пользуемся равенством 

 (17) 

Легко заметить, что можно выделить группы производных 
и для более компактной записи в уравнениях ввести следующую замену пе-
ременных (16).

Уравнение Лакса (1) даст систему:

 (1–I)*

 (2–I)

    (3–I)

 (4–I)

 (5–I)

 (6–I)

 (7–I)

 (8–I)

 (9–I)

 * Введена новая нумерация в системе из девяти уравнений. 
Первая цифра означает порядковый номер в системе, вторая 
цифра обозначает этап преобразований. В дальнейшем не все 
уравнения в системе могут участвовать в преобразованиях.
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Система (1–I) - (9–I) содержит связь девяти неизвестных функций, фун-
кцию u13(x,z) будем считать отличной от нуля вместе с ее производными и 
постараемся выразить остальные неизвестные функции через нее. 

Разделим третье уравнение (3–I) системы на u13, откуда находим

.   (18)

Подставим полученное выражение для функции v11 в остав-
шиеся равенства системы. Шестое уравнение полученной системы легко ин-
тегрируется, и функция  u23  явно выражается через функцию u13

,                   (19)

постоянная интегрирования, для простоты дальнейшего из-
ложения, принята равной нулю (во всех дальнейших шагах этот факт больше 
не оговаривается). 

Уравнение (2–I), с учетом (18), является линейным относительно u12, при 
этом функция u13 считается известной, после его интегрирования, находим

. (20)

Подставим полученные значения в остальные уравнения системы:

               (1–II)

            (4–II)

 (5–II)

 (7–II)

 (8–II)

         (9–II)
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Если вычесть из (1–II) (9–II), то группа элементов  выра-
жается только через функцию u13, 

. (21)

Выполним подстановку найденного выражения, тогда в (1–
III), (5–III), (9–III) выделились полные производные по переменной z. Тем са-
мым функции u11, u22 однозначно определились через u13

 (22)

 (23)

В результате осталось только три нетривиальных равенства

                 (4–IV)

 (7–IV)

 (8–IV)

Равенство (4–IV) является линейным относительно u21, его 
решение имеет вид

 (24)

Интегрирование (8–IV) определяет функцию u32:

                  (25)

В результате функция u31 осталась произвольной, поэтому 
доопределим ее так

. (26)
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Выполним подстановку в последнее оставшееся равенство 
(7–IV) и получим (15).
На первый взгляд уравнение (15) удовлетворяет всем тре-

бованиям, но если умножить все члены на u13, то тогда можно выполнить ин-
тегрирование по комбинированной переменной z, что приводит к уравнению 
первого порядка.

Теорема 2:  Операторное уравнение Лакса (1) с дифференциальными 
операторами первого порядка (4) с коэффициентами, удов-
летворяющими леммам 1, 2, 3, эквивалентно нелинейному 
уравнению с частными производными

 (27)

Доказательство: Очевидно, что исходная система имеет вид (1–I),…, (9–
I) предыдущей теоремы. Для того чтобы ход построения 
уравнения отличался от предыдущего случая, положим

u13 = 0, (28)

 при этом (6–I) дает u23z = 0 тогда положим u23 = 0. 
  В системе остаются равенства

       (1–II)

 (2–II)

                 (4–II)

            (5–II)

 (7–II)

            (8–II)

 (9–II)

Функцию u12 (x,z) будем считать отличной от нуля вместе с ее произ-
водными и постараемся выразить остальные неизвестные функции через нее. 
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Разделим третье уравнение (2–II) системы на u12, откуда находим

. (29)

Приравнивая (5–II)  и (9–II), получаем

 (30)

равенство (29) определяет разность функций  u22 – u11

. (31)

С учетом найденных значений система перепишется в виде

 (1–III)

                 (4–III)

 (5–III)

 (7–III)

 (8–III)

Разность  (5–III)  и (1–III) позволяет найти сумму производных u22, u11

, (32)

при подстановки в (4–III), остается связь между u21, u12 которая дает

. (33)

 Равенство (8–III), после использования (32), позволяет найти функцию u12 

. (34)

В результате порядок системы снижен до трех
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 (1–IV)

 (5–IV)

           (7–IV)

причем последнее равенство интегрируется и дает возмож-
ность определить u31

                            (35)

Последняя пара (1–IV), (5–IV) после перекрестного диффе-
ренцирования и избавиться от функции u11, дает одно равенство на функцию u12

которое можно понизить на порядок и получить (27).

Результаты	исследований	и	их	обсуждение
Обсудим некоторые следствия, являющиеся результатом 
доказанных теорем 

Следствие.  Уравнение в частных производных (27) обладает парой 
Лакса (4) с матричными коэффициентами 3 × 3, α21, α11, k – 
произвольные параметры α31 = α32, = 1, остальные элемен-
ты матричных коэффициентов имеют вид (11), (12), функ-
циональные члены выражаются через u12 (x,t) и имеют вид:
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для компактности записи производных введен дифферен-
циальный оператор (16).

  
Теорема 3.  Нелинейное уравнение в частных производных

 (36)

эквивалентно операторному уравнению Лакса (1) с диффе-
ренциальными операторами вида

, (37)

 (38)

 где  – некоторые неизвестные функции 
дважды дифференцируемые по своим переменным.

Доказательство. Коэффициенты операторов (37), (38) выбраны так, что лем-
мы 1,2 выполняются, поэтому уравнение Лакса (1) эквива-
лентно системе (17) выпишем ее в явном виде

 (1–I)

 (2–I)

 (3–I)

 (4–I)

 (5–I)

 (6–I)

 (7–I)

 (8–I)

 (9–I)
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Так как число переменных превышает число уравнений, то 
можно ввести дополнительные связи. Пусть выполняется

. (39)

 (1–II)

 (2–II)

  (3–II)

 (4–II)

 (5–II)

  (6–II)

  (7–II)

 (8–II)

 (9–II)

По условию теоремы u12, u13, u21, u31, u32 отличны от нуля, 
тогда можем выполнить деление уравнений (2, 3, 4, 6, 7, 8–II) на эти функции 
соответственно:

  (2–III)

  (3–III)

  (4–III)

 (6–III)
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 (7–III)

 (8–III)

Попарные суммы (2–III) и (4–III),  (3–III) и (7–III), (6–III) и 
(8–III) приводят к обратно пропорциональной связи функций

 (40)

Найдем сумму (1–II), (5–II) и приведем ее к виду

Выполним замену правой части на выражение (4–III)

следовательно, можно определить

 (41)

Аналогично разность  (5–II), (9–II) дает

Замена правой части на выражение (6–III) приводит к виду

поэтому можно положить 

 (42)

Выполним замену найденных функций в системе 

 (1–IV)

 (2–IV)

 (3–IV)

 (5–IV)
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 (6–IV)

 (9–IV)

 Если из (6–IV) выразить v22, а из (2–IV) функцию v11 и подставить в    
(3–IV), то можно вынести дифференциальный оператор за скобки

для тождественного выполнения равенства определим сле-
дующую связь между функциями

v13 = v12 v23. (43)

Использование (43) приводит систему к виду

 (1–IV)

 (2–IV)

 (3–IV)

     (5–IV)

      (6–IV)

 (9–IV)

Из (3–IV) определим

 (44)

В результате остались уравнения, которые после подста-
новки (44) совпали

 (1–V)

 Положим   (45)
 

Следствие.  Нелинейное уравнение в частных производных, заданное на 
функцию двух переменных u(x,t)

, (46)
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эквивалентно операторному уравнению Лакса (1) с диффе-
ренциальными операторами вида

              ,

                ,

 где 

Выводы
 1. В статье использовано операторное уравнение Лакса для 

построения нелинейного уравнения в частных производных. 
В качестве пары Лакса выбраны дифференциальные опера-
торы первого порядка с матричными коэффициентами 3 × 3.

 2. Определены необходимые и достаточные условия, накла-
дываемые на параметры и функции, при которых коммута-
тор двух дифференциальных операторов представляет опе-
ратор умножения. 

 3. Доказано, что если в операторах дифференциальный мат-
ричный коэффициент имеет нижнетреугольной вид, то сис-
тема уравнений однозначно сводится к одному уравнению.

 4. В случае, когда в операторах дифференциальный матрич-
ный коэффициент имеет диагональный вид, то система 
дифференциальных уравнений допускает вариацию функ-
циональных переменных. 
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