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Введение: Многие математические модели механики сплошной среды сформули­
рованы в виде линейных и квазилинейных дифференциальных уравне­
ний. Симметричный анализ этих моделей является одним из наиболее 
эффективных способов получения количественных и качественных ха­
рактеристик описываемых ими физических процессов. Актуальность 
исследования модели Вестервельта обусловлена использованием этой 
модели для расчета параметрических антенн сонаров и для расчета уль­
тразвуковых полей в медицине.

Материалы и методы
исследований: Методами исследований являются: групповой (симметрийный) анализ

дифференциальных уравнений и общие методы математической физи­
ки.

Результаты исследований
и их обсуждение: Исследуется важная для приложений трехмерная модель Вестервель-

та нелинейной гидроакустики при наличии диссипации. Установлено, что 
среди инвариантных подмоделей ранга 1 эта модель имеет только три 
типа существенно различных (не связанных точечными преобразовани­
ями) автомодельных волн. К ним относятся: автомодельная волна, рас­
пространяющаяся вдоль одной из осей координат, плоская автомодель­
ная круговая волна и автомодельная сферически-симметричная волна. 
Получены интегро-дифференциальные уравнения, описывающие эти 
автомодельные волны. При некоторых условиях установлены существо­
вание и единственность таких автомодельных волн.

Выводы: В нелинейной гидроакустике модель Вестервельта используется для
исследования ультразвуковых полей, генерируемых мощными излуча­
телями. Для трехмерной модели Вестервельта при наличии диссипации 
установлено, что среди инвариантных подмоделей ранга 1 эта модель 
имеет только три типа существенно различных (не связанных точечны­
ми преобразованиями) автомодельных волн. Исследованы эти волны. 
Наличие произвольных постоянных в полученных интегро-дифференци- 
альных уравнениях, описывающих эти автомодельные волны открывает 
новые возможности для изучения других (отличных от исследованных в 
статье) имеющих физический смысл краевых задач. Практическая зна­
чимость этого исследования обусловлена использованием модели Вес- 
тервельта для расчета параметрических антенн сонаров и для расчета 
ультразвуковых полей в медицине.
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SELF-SIMILAR WAVES OF THREE­
DIMENSIONAL MODEL 
OF WESTERVELT IN THE EXISTENCE 
OF DISSIPATION

Many mathematical models of continuum mechanics are formulated as 
linear and quasilinear differential equations. Symmetric analysis of these 
models is one of the most effective ways to obtain the quantitative and 
qualitative characteristics of the physical processes described by them. 
The relevance of the study of the Westervelt model is due to the use of 
this model for calculating parametric sonar antennas and for calculating 
ultrasonic fields in medicine

Research methods are: group (symmetry) analysis of differential equations 
and general methods of mathematical physics.

The three-dimensional Westervelt model of nonlinear hydroacoustics, 
which is important for applications, is investigated in the presence of 
dissipation. It has been established that among the invariant submodels 
of rank 1, this model has only three types of essentially different (not 
connected by point transformations) self-similar waves. These include the 
self-similar wave propagating along one of the axes of coordinates, the 
flat self-similar circular wave and the self-similar spherically symmetric 
wave. Integro-differential equations describing these self-similar waves 
are obtained. Under some conditions, the existence and uniqueness of 
such self-similar waves are established.

In nonlinear hydroacoustics, the Westervelt model is used to study 
ultrasonic fields generated by high-power radiators. For the Westervelt 
three-dimensional model in the presence of dissipation, it was found that 
among the invariant submodels of rank 1 this model has only three types 
of essentially different (not connected by point transformations) self­
similar waves. These waves are investigated. The presence of arbitrary 
constants in the obtained integro-differential equations describing these 
self-similar waves opens up new possibilities for studying other boundary 
value problems (other than those studied in the article) that have a 
physical meaning. The practical significance of this study is due to the use 
of the Westervelt model for calculating parametric sonar antennas and for 
calculating ultrasonic fields in medicine.

nonlinear underwater acoustics, Westervelt model in the presence of 
dissipation, self-similar waves.



№ 4 , 2018 ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к и е  н а у к и

Автомодельные волны трехмерной модели вестервельта при наличии диссипации
Чиркунов Ю. А.

23

введение

Многие математические модели механики сплошной сре­
ды сформулированы в виде линейных и квазилинейных дифференциальных 

уравнений. При выводе этих уравнений использована их инвариантность при 

различных преобразованиях пространства-времени. Но симметрии модели 
могут быть скрыты, они могут быть результатом физических свойств моде­

лируемого явления. Использование всех свойств симметрии позволяет кор­

ректно моделировать явление и классифицировать подмодели. Симметрич­
ный анализ этих моделей является одним из наиболее эффективных способов 
получения количественных и качественных характеристик описываемых ими 

физических процессов.

В нелинейной гидроакустике модель Вестервельта [1 -  11] использует­
ся для исследования ультразвуковых полей, генерируемых мощными излуча­

телями. В этой модели не делается предположения о малости углов дифрак­

ции, что позволяет более точно учитывать дифракционные эффекты. Наибо­
лее известными практическими применениями модели Вестервельта являют­

ся использование этой модели для расчета параметрических антенн сонаров 
и для расчета ультразвуковых полей в медицине.

В настоящей работе исследуется модель Вестервельта при наличии 

диссипации. Эта модель задается следующим уравнением Вестервельта [1 -  
10]:

Рх х + Руу+ Pzz 2 РТТ +  ) 7Т + 4 РТТТ = ® (1)
, (1) со Росо А А

где P  = (T, х) -  акустическое давление,
T  -  время,

х = (х, y, z) е R3,
е -  параметр нелинейности,

р0 -  равновесная плотность среды,
с0 -  скорость звука.

С помощью переменных

t = cQT, p ( t , x )  = - £r T P (T ,  х )  (2)
А )  о

уравнение (1) записывается в следующем виде

P x x + P y y + P z z - P t t +  ( / ) tf + Рш =  ° . (3)

Уравнение (3) является основным объектом дальнейшего исследования.



24 «н а у к а . и н н о в а ц и и . т е х н о л о г и и »
.Северо-Кавказский федеральный университет

М атериалы  и методы  и ссл едований

В настоящей работе исследуются автомодельные волны 
трехмерной модели Вестервельта нелинейной гидроакустики при наличии 

диссипации. Получены три типа существенно различных (не связанных то­

чечными преобразованиями) автомодельных волн. К ним относятся: автомо­

дельная волна, распространяющаяся вдоль одной из осей координат, плос­
кая автомодельная круговая волна и автомодельная сферически-симметрич- 

ная волна. Получены интегро-дифференциальные уравнения, описывающие 
эти автомодельные волны. При некоторых условиях установлены существо­
вание и единственность таких автомодельных волн. Методами исследований 

являются: групповой (симметрийный) анализ дифференциальных уравнений 
[12] и общие методы математической физики.

Результаты  иссл едован и й  и их  обсуж дение

1. Групповое свойство
Основная группа Ли преобразований уравнения (3) опреде­

ляется по стандартному алгорипму [12] и порождается операторами:

X o = d t ’ Х 1 = д х , Х2= ду, Х 3 = д 2 ,

R  =  2tdt +3xdx +3ydy +  3zdz - { 2 p - \ ) d p , (4)

Z\ — ydz — zdy , Z 2=zdx - x d z, Z 3= x d y - y d x ,

Алгебра Ли с базисом (4) является прямой суммой фактора
Леви с базисом

Zb Z2, Z3 и ее радикала с базисом X 0, Х ь X 2, X 3, R.

Инвариантные подмодели ранга 1 задаются инвариантны­
ми решениями ранга 1 уравнения (3). Действие группы внутренних автомор­

физмов основной алгебры Ли (4) уравнения (3) на эту алгебру разбивает ее на 
непересекающиеся классы подобных подалгебр. Выбор простейшего пред­
ставителя в каждом классе дает оптимальную систему неподобных подал­
гебр основной алгебры Ли этого уравнения. Каждой подалгебре этой опти­
мальной системы соответствует подгруппа основной группы уравнения (3), 

порожденная этой подалгеброй. Из необходимых условий существования ин­
вариантных решений [12] следует, что все не связанные точечными преобра­
зованиями инвариантные решения ранга 1 уравнения (3), суть решения, инва­

риантные относительно некоторых трехпараметрических и четырехпарамет­
рических подгрупп основной группы уравнения (3). Автомодельные волны 

описываются решениями, инвариантными относительно подгрупп, базис ал­

гебры Ли которых не содержит оператор переноса по времени Х 0 и содержит 
оператор, зависящий от оператора растяжения R . Действие группы внутрен­
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них автоморфизмов основной алгебры Ли (4) на эту алгебру показывает, что 
множество таких трехпараметрических и четырехпараметрических подгрупп 

с точностью до преобразований группы внутренних автоморфизмов основ­
ной алгебры Ли (4) исчерпывается следующими подгруппами:

R + aZ3, X , Х 2 ,

R, X 3, Z3 ,

R, X ,  Х 2, Z3 ,

R, Z1, Z2, Z3 ;

где а — произвольная вещественная постоянная.

2. Автомодельные волны
Применение критерия инвариантности функции относи­

тельно группы Ли преобразований [12] дает универсальный инвариант каж­
дой подгруппы оптимальной системы подгрупп в пространстве R5(t, x, p). 

Знание универсального инварианта подгруппы позволяет получить общий 

вид решения, инвариантного относительно этой подгруппы. Решение, инва­
риантное относительно подгруппы R + aZ3, X ,  Х 2 , и решение, инвариантное 

относительно подгруппы R, X ,  Х 2, Z3 , совпадают. Оно описывает автомо­
дельную волну, распространяющуюся вдоль оси Oz. Это решение имеет вид

p  = z 3? ( £ )  + - ,  Z = tz 3. (5)
2

Подстановка (5) в уравнение (3) дает фактор уравнение для 
функции д(£)

qm+ 2q + — £,2 q" + 2q'2 +2%q' + —  q = 0. (6)
9

10

9

Уравнение (6) приводится к интегро-дифференциальному 

уравнению:

4 2 4

где _  V o 3; c2, to, zo —:>0 _  0 0 ’ Ь 2̂, '0, *о ' 
произвольные вещественные постоянные.
Наличие произвольных постоянных в интегро-дифферен- 

циальном уравнении (7) позволяет определить автомодельную волну, для ко­
торой в начальный момент времени t0 > 0 в фиксированной точке z0 Ф 0 зада­
ны давление, скорость и ускорение его изменения:



26 «н а у к а . и н н о в а ц и и . т е х н о л о г и и »
.Северо-Кавказский федеральный университет

р(*0> zo )  = Р 0> ^ ( * о >  zo )  = P X’ zo )  = P 2 (8)

где р0 > 0, p u р 2 — произвольные вещественные постоянные. 
В этом случае cb с2 определяются по формулам 

(4
cr z0 Pl+P\ *о+z0 (2f t “ 0J + 9 г0 {2Ро ~ 0  ’

P\+\ ( 2P o - lf \ +l ‘W  (^о -1)-C-,=Z„3

(9)

С помощью новой неизвестной функции 

W = w ( e )  = q ' ( e )  + q 2 (< r) +  V *  ( * )

уравнение (6) записывается в виде эквивалентной системы

f 2 4 t̂ 2 / 2 ^
q = w - q  ~ g 4 q, w  = c 1~ - ^ ^ u ,

для которой условия (8) принимают вид

? fe )=

2 4
.3 1

f t "
V

П$о.

С

Pi+

{

Po~
V

1

4/

2Л

+ f^ o zo 3 (2^ o - 1) .

(10)

(11)

'  V 4 '  У
Ввиду гладкости правых частей системы (10) в окрестнос­

ти точки (4, q(4), w(4)), решение задачи Коши (10), (11) существует и единс­
твенно в окрестности точки 4. Следовательно, если константы c1, с2 заданы 
формулами (9), то в окрестности точки 4  существует единственное решение 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения (7). Подстановка это­
го решения в формулу (5) дает автомодельную волну, распространяющуюся 

вдоль оси Oz и удовлетворяющую начальным условиям (8).

Аналогично устанавливается, что в окрестности точки 
(t0, z0), (t0 > 0, z0 Ф 0) существует единственная автомодельная волна. 

распространяющаяся вдоль оси Oz и удовлетворяющая условиям

,  др
o ’ dz ( * о .  z o ) з ’

д2р

dz2
( ^ 0 ’  z o ) 4’

где

cl _ z 0
A9zo

^ 4+ у 0

p0 > 0, p3, p 4 — произвольные вещественные постоянные. Эта 

волна определяется по формулам (5), (7) при

4tо 3zQ 2tQ Ifo о
/

C2 -  Z0
3z0

2^ - f t +
f  2t2 о
9z2yyz0 %0У

Решение, инвариантное относительно подгруппы R, X3, Z3, 
описывает плоскую автомодельную круговую волну. Это решение имеет вид
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_ 2 _ 2 _______

p  = r 3q U ) +  , $ = tr 3, г  = ^х2+у2. (12)
2

Из фактор-уравнения следует, что функция д (£) является 

решением следующего интегро-дифференциального уравнения:

q ' ( Z )  + q2 { Z )  +  ̂ 2q ( Z )  = c4 + c 3( Z - Z Q) + U  (13)

9 2   9 $>

где #0 = *0Г0 3 > г0 = у1х0 + Уо ;
с3, с4, t0, х0, у0 — произвольные вещественные постоянные.
Аналогично автомодельной волне (5) устанавливается, 

что, если в начальный момент времени t0 > 0 на фиксированной окружности 

r = r0 Ф 0 заданы давление, скорость и ускорение его изменения

(14)

где p 0 > 0, p 5, p 6 — произвольные вещественные постоянные, 
то в окрестности этой окружности при t близких к t0 существует единственная 

плоская автомодельная круговая волна, удовлетворяющая начальным услови­

ям (14). Эта волна определяется по формулам (12), (13) при

с3 =  г2р6 +р5 ( (2р0- \ ) г 2 + L  ( 2 pQ - 1 ) ,

с 4 = г о3 P s + \Po 2 +  д ( 0 Г 0 3 ( 2 Р 0  О

— Решение, инвариантное относительно подгруппы
R, Z 1, Z2, Z3, описывает автомодельную сферически-сим- 

метричную волну. Это решение имеет вид

, 2 I 2
р  = дс з<7 ( ^ ) +  , £ = з. (15)

4 ’  2

Из фактор-уравнения следует, что функция д (£) является 

решением следующего интегро-дифференциального уравнения:

(16)

2

где ^0= folxol 3 ’ |x o| = VX0 + >'о+ z 0 ;
^  c6, tо, ^  yо, zо, —
произвольные вещественные постоянные.
Аналогично автомодельной волне (5) устанавливается, что, 

если в начальный момент времени t0 > 0 на фиксированной сфере |х| = |х0| Ф 0 

заданы давление и его радиальные производные
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р (/ 0 ,  Х0 )  =  Р 0 , Х0 )  =  Р 7 , r̂4-U. Xo )  =  P S;
д_р

д\з
(17)

где t0 > 0, p 7, p8 -  произвольные вещественные постоянные, то в окрестности 
этой сферы при t близких к t0 существует единственная ав­

томодельная сферически-симметричная волна, удовлетво­
ряющая начальным условиям (17). Эта волна определяется 

по формулам (15), (16) при

С с =  дсп

С*= Х п 3

4 Г.
-Р&+

2 tn

27|х0| 2 tQ 3|лс0|, ,

v 4t2 " з к Г  Ъ  [  Р° ’

/

'-р7 +

о| " о

\

Pi + 1 - г г - ^ М М
3|дсп| 2*(

2d

9 к 2tn ( 2P o - l ) +\ ( 2Po~l f

Выводы

В нелинейной гидроакустике модель Вестервельта [1-11] 
используется для исследования ультразвуковых полей, ге­

нерируемых мощными излучателями. В этой модели не делается предполо­
жения о малости углов дифракции, что позволяет более точно учитывать диф­
ракционные эффекты. Наиболее известными практическими применениями 

модели Вестервельта являются использование этой модели для расчета пара­
метрических антенн сонаров и для расчета ультразвуковых полей в медицине

Для трехмерной модели Вестервельта нелинейной гидроакустики при 

наличии диссипации установлено, что среди инвариантных подмоделей ран­
га 1 эта модель имеет только три типа существенно различных (не связанных 

точечными преобразованиями) автомодельных волн. К ним относятся: авто­

модельная волна, распространяющаяся вдоль одной из осей координат, плос­
кая автомодельная круговая волна и автомодельная сферически-симметрич- 

ная волна. Получены интегро-дифференциальные уравнения, описывающие 
эти автомодельные волны. При некоторых условиях установлены существо­
вание и единственность таких автомодельных волн.

Наличие произвольных постоянных в полученных интегро-дифферен- 

циальных уравнениях открывает новые возможности для изучения других 
(отличных от приведенных в статье) имеющих физический смысл краевых 

задач.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Новосибирского 
государственного архитектурно-строительного университета.
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